
 רציפים יםממדי-דו םייאקרא יםוקטור

 

 . רציפים, הוא וקטור של שני משתנים מקריים  ממדי רציף-וקטור אקראי דו

 משותפת.  צפיפות לכל וקטור אקראי בדיד יש פונקציית 

 

 משותפת  צפיפות ת יפונקצי

היא  (X,Y) הרציף קטור האקראי )ו"א( והמשותפת של הוצפיפות ת היפונקצי

,𝑓𝑋,𝑌(𝑥פונקציה בשני משתנים, המסומנת   𝑦)  :)ומוגדרת )הגדרה סתומה 

∬ 𝑓𝑋,𝑌(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥𝑑𝑦

(𝑥,𝑦)∈𝐴

= 𝑃((𝑋, 𝑌) ∈ 𝐴) 

𝐴כמקרה פרטי )  = [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑](  :מתקבל 

∬ 𝑓𝑋,𝑌(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥𝑑𝑦

𝑏     𝑑

𝑥=𝑎  𝑦=𝑐

= 𝑃(𝑎 ≤ 𝑋 ≤ 𝑏, 𝑐 ≤ 𝑌 ≤ 𝑑) 

 

 ממדי תמיד מקיימת: -דו משותפת של ו"א צפיפותפונקציית  

(1) 𝑓𝑋,𝑌(𝑥, 𝑦) ≥ 0 :  𝑥, 𝑦 לכל        

∬ 𝑓𝑋,𝑌(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥𝑑𝑦

∞     ∞

𝑥=−∞  𝑦=−∞

= 1     (2) 

 

 שימו לב: 

ממדי הרציף, פונקציית צפיפות  -בדיוק כמו פונקציית צפיפות במקרה החד 

 . 1-משותפת יכולה להיות בתחומים מסוימים גם גדולה מ

 



 

 

 Xשולית של  צפיפות ת יפונקצי

 

,𝑓𝑋,𝑌(𝑥תהי   𝑦)   קטור האקראי והמשותפת של הו צפיפותת היפונקצי(X,Y)  .

  צפיפות ת הי, מתקבלת מתוך פונקציXהשולית של  צפיפות ת היפונקצי

 ידי: -המשותפת על

𝑓𝑋(𝑥) = ∫ 𝑓𝑋,𝑌(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦

∞

𝑦=−∞

 

 (.Yעל כל הערכים האפשריים של    רץ  אינטגרל)ה

 

 

 Yשולית של  צפיפות ת יפונקצי

 

,𝑓𝑋,𝑌(𝑥תהי   𝑦)   קטור האקראי והמשותפת של הו צפיפותת היפונקצי(X,Y)  .

  צפיפות ת הי, מתקבלת מתוך פונקציYהשולית של  צפיפות ת היפונקצי

 ידי: -המשותפת על

𝑓𝑌(𝑦) = ∫ 𝑓𝑋,𝑌(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥

∞

𝑥=−∞

 

 (.Xעל כל הערכים האפשריים של    רץ  אינטגרל)ה

 

 רציפים  מקרייםאי תלות בין משתנים 

 שני משתנים מקריים רציפים.  Y-ו  Xיהיו 

 :   x  ,y, אם מתקיים לכל  בלתי תלוייםמשתנים מקריים הם   Y-ו X-נאמר ש

 

𝑓𝑋,𝑌(𝑥, 𝑦) = 𝑓𝑋(𝑥) ⋅ 𝑓𝑌(𝑦) 

 תלויים. משתנים מקריים   הם Y-ו X-נאמר ש  אחרת,



 

 רציף תוחלת של פונקציה של וקטור אקראי

,𝑓𝑋,𝑌(𝑥נתונה  𝑦)   רציף דו ממדי  "א משותפת של ו  צפיפותפונקציית  (𝑋, 𝑌)  ,

,ℎ(𝑋ונתונה   𝑌) –  פונקציה כלשהי שלX  ו-Y . 

 

,ℎ(𝑋אזי, התוחלת של   𝑌)  :ניתנת לביטוי ע"י הנוסחה 

 

𝐸(ℎ(𝑋, 𝑌) ) = ∬ ℎ(𝑥, 𝑦)𝑓𝑋,𝑌(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑦𝑑𝑥

∞     ∞

𝑥=−∞  𝑦=−∞

 

 

 שונות משותפת )קווריאנס(

,𝐶𝑜𝑣(𝑋מסומנת   Y-ו Xהשונות המשותפת של    בדומה למקרה הבדיד, 𝑌)  ,

 : שווהו

𝐶𝑜𝑣(𝑋, 𝑌) = 𝐸[(𝑋 − 𝐸(𝑋)) ⋅ (𝑌 − 𝐸(𝑌))] = 

𝐸(𝑋 ⋅ 𝑌) − 𝐸(𝑋) ⋅ 𝐸(𝑌) 

תוחלת המכפלה של המשתנים המקריים ניתנת לחישוב כמקרה פרטי של  

 : של וקטור מקרי רציף נוסחת התוחלת של פונקציה

𝐸(𝑋 ⋅ 𝑌) = ∬ 𝑥𝑦𝑓𝑋,𝑌(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑦𝑑𝑥

∞     ∞

𝑥=−∞  𝑦=−∞

 

 

,𝐶𝑜𝑣(𝑋הסימן של  גם במקרה הרציף,  𝑌)   מראה על כיוון הקשר הלינארי בין

X ו-Y : 

   𝐶𝑜𝑣(𝑋, 𝑌) >  יש נטייה לגדול,   Y-גדל ל  X-ככל ש   – 0

  𝐶𝑜𝑣(𝑋, 𝑌) <  יש נטייה לקטון,   Y-גדל, ל   X-ככל ש – 0

   𝐶𝑜𝑣(𝑋, 𝑌) = 0 - X ו-Y   .בלתי מתואמים 

 



 )קורלציה(מקדם המתאם 

 , ומוגדר: 𝜌𝑋,𝑌ידי  -מסומן על  Y-ו  Xמקדם המתאם בין גם במקרה הרציף, 

𝜌𝑋,𝑌 =
𝐶𝑜𝑣(𝑋, 𝑌)

𝜎𝑋 ⋅ 𝜎𝑌
 

 כאשר: 

𝜎𝑋 = √𝑉𝑎𝑟(𝑋) -  סטית התקן שלX 

𝜎𝑌 = √𝑉𝑎𝑟(𝑌) -  סטית התקן שלY 

 

,𝐶𝑜𝑣(𝑋 - אותו סימן כמו ל  𝜌𝑋,𝑌- שימו לב של 𝑌)  ולכן גם ממנו ניתן ללמוד על ,

 . Y-ו Xהקשר הלינארי בין  כיוון 

,𝐶𝑜𝑣(𝑋   אך, שלא כמו  𝑌)  :1−, תמיד מתקיים ≤ 𝜌𝑋,𝑌 ≤ 1, 

 . Y-ו Xהקשר הלינארי בין  עוצמתניתן ללמוד גם על   𝜌𝑋,𝑌  -ומ

 

 , Y-ו Xחזק יותר בין חיובי  , יש קשר לינארי 1-קרוב יותר ל 𝜌𝑋,𝑌  - ככל ש

 . Y-ו Xחזק יותר בין  שלילי, יש קשר לינארי -1- קרוב יותר ל 𝜌𝑋,𝑌  -ככל ש 

 

𝜌𝑋,𝑌אם   =  בלתי מתואמים.   Y-וX -, נאמר ש 0

 

 : משפטים

 גם במקרה הרציף מתקיים: 

  בלתי מתואמים  אז הם   בלתי תלויים משתנים מקריים   Y-ו  Xאם   (1)

 )ההיפך לא בהכרח מתקיים(. 

 : Y-ו Xלכל  (2)

𝑉𝑎𝑟(𝑋 + 𝑌) = 𝑉𝑎𝑟(𝑋) + 𝑉𝑎𝑟(𝑌) + 2 ∗ 𝐶𝑜𝑣(𝑋, 𝑌) 

𝑉𝑎𝑟(𝑋 − 𝑌) = 𝑉𝑎𝑟(𝑋) + 𝑉𝑎𝑟(𝑌) − 2 ∗ 𝐶𝑜𝑣(𝑋, 𝑌) 



 

(3)  X ו-Y  מתואמים אם ורק אם: משתנים מקרים בלתי 

           𝑉𝑎𝑟(𝑋 ± 𝑌) = 𝑉𝑎𝑟(𝑋) + 𝑉𝑎𝑟(𝑌) 

 

(4) X ו-Y  מתואמים אם ורק אם: משתנים מקרים בלתי 

 𝐸 (𝑋⋅𝑌)=𝐸 (𝑋) ⋅ 𝐸 (𝑌) 

 

 משותפת פונקציית התפלגות  

משותפת של  התפלגות הת היפונקצי גם במקרה הרציף ניתן להגדיר את 

 ע"י:  (X,Y)קטור האקראי והו

𝐹𝑋,𝑌(𝑥, 𝑦) = 𝑃(𝑋 ≤ 𝑥, 𝑌 ≤ 𝑦) 

 ממשיים.   x  ,yלכל 

 

הקשר בין פונקציית התפלגות משותפת לפונקציית צפיפות  

 משותפת: 

 , מתקיים: רציףו"א  (X,Y)אם 

𝐹𝑋,𝑌(𝑥, 𝑦) = ∬ 𝑓𝑋,𝑌(𝑠, 𝑡) 𝑑𝑡𝑑𝑠

𝑥     𝑦

𝑠=−∞  𝑡=−∞

 

 

 ובאופן דומה:

𝑓𝑋,𝑌(𝑥, 𝑦) =
𝜕𝐹𝑋,𝑌(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥𝜕𝑦
 

 

 

 

 



   רציפים התניות בין משתנים מקריים

 

 .  רציף ו"א   (X,Y)יהי 

מסומנת , X=xבהינתן  Yהמותנית של  צפיפות ת היפונקצי

𝑓𝑌|𝑋(𝑦|𝑥) ,:מוגדרת )הגדרה סתומה( ע"י 

∫ 𝑓𝑌|𝑋(𝑦|𝑥)

𝑏

𝑦=𝑎

= 𝑃(𝑎 ≤ 𝑌 ≤ 𝑏|𝑋 = 𝑥) 

  ניתנת לחישוב כך:ו

𝑓𝑌|𝑋(𝑦|𝑥) =
𝑓𝑋,𝑌(𝑥, 𝑦)

𝑓𝑋(𝑥)
 

 . X=xבהינתן  Yהמותנית של  צפיפות הת ינתונה פונקצי

𝐸[𝑌|𝑋מסומנת  X=xבהינתן  Yהתוחלת המותנית של  = 𝑥] ,

  יתנת לחישוב כך:ונ

𝐸[𝑌|𝑋 = 𝑥] = ∫ 𝑦𝑓𝑌|𝑋(𝑦|𝑥)

∞

𝑦=−∞

𝑑𝑦 

 

 אזי:בלתי תלויים,  Y-ו X יםאם המ"מ

𝑓𝑌|𝑋(𝑦|𝑥) = 𝑓𝑌(𝑦) 

𝑓𝑋|𝑌(𝑥|𝑦) = 𝑓𝑋(𝑥) 

 וכן:

𝐸[𝑌|𝑋 = 𝑥] = 𝐸[𝑌] 

𝐸[𝑋|𝑌 = 𝑦] = 𝐸[𝑋] 

 

 



 

 

 = נוסחת התוחלת השלמה נוסחת ההחלקה

𝐸[𝑌] = 𝐸 [𝐸[𝑌|𝑋]⏟    
𝑔(𝑋)

] = ∫ 𝐸(𝑌|𝑋 = 𝑥)𝑓𝑋(𝑥)𝑑𝑥

∞

𝑥=−∞

 

השוויון הראשון נקרא "נוסחת ההחלקה" והשוויון השני נקרא "נוסחת התוחלת  

השלמה". מכיוון שהתוחלת הפנימית בנוסחת ההחלקה היא למעשה פונקציה  

, הרי שהנוסחה הידועה לחישוב תוחלת של פונקציה, מסבירה את  Xשל 

 השוויון בין שתי הנוסחאות.  

 

 דוגמה

𝑌|𝑋נתון:   = 𝑥  מעריכית עם פרמטר  מפולג𝑥   כאשר ,𝑋~𝑈(1,2)   . 

 .  𝑌חשבו את התוחלת של  

 משפט התוחלת השלמה –דרך א' 

𝐸[𝑌] = ∫ 𝐸(𝑌|𝑋 = 𝑥)𝑓𝑋(𝑥)𝑑𝑥

∞

𝑥=−∞

= ∫ 𝐸(𝑌|𝑋 = 𝑥) ∙ 1𝑑𝑥

∞

𝑥=0

= ∫
1

𝑥
∙ 1𝑑𝑥

2

𝑥=1

= 𝑙𝑛2 − 𝑙𝑛1 = 𝑙𝑛2 

 

 משפט ההחלקה –דרך ב' 

𝐸[𝑌] = 𝐸[𝐸[𝑌|𝑋]] = 𝐸 [
1

𝑋
] = ∫

1

𝑥

2

𝑥=1

∙ 1𝑑𝑥 = 𝑙𝑛2 

 

 



 לנוסחת ההחלקהכללה ה

 , hלכל פונקציה 

𝐸[ℎ(𝑌)] = 𝐸[𝐸[ℎ(𝑌)|𝑋]] 

 

 )נוסחת עבודה( שונות מותנית 

𝑉𝑎𝑟(𝑌|𝑋) = 𝐸[𝑌2|𝑋] − 𝐸2[𝑌|𝑋] 

 

 "משפט ההחלקה" לשונות

𝑉𝑎𝑟(𝑌) = 𝐸(𝑉𝑎𝑟(𝑌|𝑋)) + 𝑉𝑎𝑟(𝐸(𝑌|𝑋)) 

 

 דוגמה

 Yבהמשך לשאלה הקודמת, חשבו את השונות של 

𝑉𝑎𝑟(𝑌) = 𝐸(𝑉𝑎𝑟(𝑌|𝑋)) + 𝑉𝑎𝑟(𝐸(𝑌|𝑋)) = 𝐸 (
1

𝑋2
) + 𝑉𝑎𝑟 (

1

𝑋
)

= 𝐸 (
1

𝑋2
) + 𝐸 (

1

𝑋2
) − 𝐸2 (

1

𝑋
)

= 2 ∫
1

𝑥2

2

𝑥=1

∙ 1𝑑𝑥 − (𝑙𝑛2)2 = 2 ∙
1

2
− (𝑙𝑛2)2 = 0.519 

 

 הסתברות שלמה

𝑓𝑌(𝑦) = ∫ 𝑓𝑌|𝑋(𝑦|𝑥) ⋅ 𝑓𝑋(𝑥)𝑑𝑥

∞

𝑥=−∞

 

 משפט בייס

𝑓𝑋|𝑌(𝑥|𝑦) =
𝑓𝑋,𝑌(𝑥, 𝑦)

𝑓𝑌(𝑦)
=

𝑓𝑌|𝑋(𝑦|𝑥) ⋅ 𝑓𝑋(𝑥)

∫ 𝑓𝑌|𝑋(𝑦|𝑥) ⋅ 𝑓𝑋(𝑥)𝑑𝑥
∞

𝑥=−∞

 



 

גם כאשר  ובמשפט בייס הערה: אפשר להשתמש במשפט ההסתברות השלמה 

סכימה או אינטגרציה   אחד המשתנים המקריים הוא בדיד והשני הוא רציף. 

 משתנה המקרי שמתנים בו. סוג ה תבוצע בהתאם ל

 

 דוגמה

כל מכונית היא אדומה    .exp (𝜆)הזמן בין שתי מכוניות עוקבות מפולג  

 , ובאופן בלתי תלוי במכוניות אחרות. 𝑝רות  בהסתב

 הזמן עד שתעבור המכונית האדומה הראשונה.   –  Yנגדיר: 

 ?  Yכיצד מתפלג 

מספר המכוניות שעברו עד   – Xהשלמה, כאשר צפיפות נשתמש במשפט ה

 המכונית האדומה הראשונה.  

 

 

 

 ומקדם המתאם   תכונות השונות המשותפת )קווריאנס(

 בדומה למקרה הבדיד:

 תכונות הקווריאנס
 

 תכונות מקדם המתאם

 

−∞ < 𝐶𝑜𝑣(𝑋, 𝑌) < ∞ 

 

 

−1 ≤ 𝜌𝑋,𝑌 ≤ 1 
 

 

𝐶𝑜𝑣(𝑋, 𝑌) >  קשר לינארי עולה   0

 

𝐶𝑜𝑣(𝑋, 𝑌) <  קשר לינארי יורד   0

 

𝐶𝑜𝑣(𝑋, 𝑌) =  אין קשר לינארי     0

(X ו-Y  .)בלתי מתואמים 

 

  𝜌𝑋,𝑌 >  קשר לינארי עולה  0

 

𝜌𝑋,𝑌 <  קשר לינארי יורד   0

 

𝜌𝑋,𝑌 =  אין קשר לינארי    0

(X ו-Y   .)בלתי מתואמים 



𝐶𝑜𝑣(𝑋, 𝑑) = 0    𝜌𝑋,𝑑 = 0 

𝐶𝑜𝑣(𝑋, 𝑋) = 𝑉𝑎𝑟(𝑋) 𝜌𝑋,𝑋 = 1,  𝜌𝑋,−𝑋 = −1 

𝐶𝑜𝑣(𝑌, 𝑋) =  𝐶𝑜𝑣(𝑋, 𝑌) 𝜌𝑋,𝑌 = 𝜌𝑌,𝑋 

 

𝐶𝑜𝑣(𝑎𝑋 + 𝑏, 𝑐𝑌 + 𝑑) = 
𝑎𝑐𝐶𝑜𝑣(𝑋, 𝑌) 

 
 

𝜌𝑎⋅𝑋+𝑏,𝑐⋅𝑌+𝑑

=

{
 
 

 
 
𝜌𝑋,𝑌 𝑖𝑓 𝑎, 𝑐 > 0

    𝑜𝑟 𝑎, 𝑐 < 0

−𝜌𝑋,𝑌 𝑖𝑓 𝑎 > 0, 𝐶 < 0

     𝑜𝑟 𝑎 < 0, 𝐶 > 0

 

𝐶𝑜𝑣(𝑋, 𝑌 + 𝑍) = 

𝐶𝑜𝑣(𝑋, 𝑍)+ 𝐶𝑜𝑣(𝑋, 𝑌) + 

 

𝐶𝑜𝑣(𝑋 + 𝑌, 𝑍) = 

𝐶𝑜𝑣(𝑌, 𝑍)+ 𝐶𝑜𝑣(𝑋, 𝑍) + 

 

𝐶𝑜𝑣(𝑋 + 𝑌, 𝑍 +𝑊) = 

𝐶𝑜𝑣(𝑋, 𝑍) +  𝐶𝑜𝑣(𝑋,𝑊) 
+𝐶𝑜𝑣(𝑌, 𝑍) +  𝐶𝑜𝑣(𝑌,𝑊) 

 
 וכך הלאה. 

 

 
 

 קונבולוציה 

,𝑿יהיו  Y   משתנים מקריים רציפים, בעלי פונקציית צפיפות משותפת

𝑓𝑋,𝑌(𝑥, 𝑦)  ויהיה ,𝑍 = 𝑋 + 𝑌 . 

 

 ניתנת לחישוב ע"י:  Zפונקציית הצפיפות של  

𝑓𝑍(z) = ∫ 𝑓𝑋,𝑌(𝑥, 𝑧 − 𝑥)𝑑𝑥

∞

𝑥=−∞

 

 : דוגמה

 
 הוכח: 

,𝑿אם   Y~𝒆𝒙𝒑(𝝀) , כאשר X  ו-Y תלויים,  -בלתי 

𝑿אזי   + 𝒀~𝑬𝒓𝒍𝒂𝒏𝒈(2, 𝝀). 

 
 



 
 הערות:  

ב"ת )הוכחה    מעריכייםמ"מים    nניתן להכליל את המשפט הזה לסכום של    (1)

 באינדוקציה(. 

ניתן להוכיח את הקשר הזה גם בעזרת פונקציה יוצרת מומנטים / התמרת    (2)
 לפלס. 

 
 


